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1 Application n-linéaire

1.1 Forme bilinéaire (ou 2-linéaire)

Définition 33.1 — Application bilinéaire

Soit f: EXE —F.

e On dit que f estlinéaire en sa premieére variable si pour tout vy dans E, I'application suivante est
linéaire :

f(',V()) EFE— F

u— f(u,vo)

linéaire :
flup,") :E—F

v f(ug,v)

Enfin, on dit que f est une application bilinéaire si f est linéaire par rapport a chacune de ses 2 variables.
Side plus F =K, on dit que f est une forme bilinéaire.

1
1
1
:
1
1
1
1
e On dit que f est linéaire en sa seconde variable si pour tout 1y dans E, 'application suivante est E
.
1
1
1
I
1
1
1
1

Attention, les notations “f(-,vp)” et “ f(up, -)” ne sont en rien officielles et on ne les écrira pas sur une copie.

Exemple 1. Lapplication “produit scalaire” f : R? x R*> — R définie par

/

X X

f y .Y = xx' +yy +27
/
Z Z

est une forme bilinéaire.
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| Définition 33.2 |

Soit f : E x E — F une application quelconque. On dit que f est symétrique si :

| Théoréme33.3 |

Si f: E x E — F estune application symétrique et linéaire en une de ses variables, alors f est linéaire en
son autre variable, donc f est bilinéaire.

Démonstration. Supposons par exemple que f est linéaire en sa premiere variable. Montrons que f est linéaire

en sa seconde variable.

Exemple 2. o Lapplication f : M, (K) x M,(K) — M, (K) définie par f(M,N) = MN est une application
bilinéaire. Est-elle symétrique ?

1
o Lapplication ¢ : €°(R) x €°(R) — R définie par ¢(f,g) = / fg est une forme bilinéaire. Est-elle symé-
0
trique ?
o Lapplication y : L(E) x L(E) — L(E) définie par ¢(f,g) = f o g est une application bilinéaire (non
symétrique en général).

- Attention, cela n’est pas vrai si I'application ¢ est définie sur F(F,G) x F(E,F) dans F(E,G) : elle
serait encore linéaire selon sa ................... variable mais ne serait plus linéaire en sa ...................
variable.

Théoréeme 33.4 — Il en faut peu pour connaitre une application bilinéaire

On suppose que dimE = n € N*. Soit B = (ey,--- ,e,) une base de E et f : E X E — F une application
bilinéaire. Pour tous vecteurs u,v € E, si on pose

alors:

En particulier, il suffit de connaitre / définir les valeurs de f(e;, e;) pour tout couple (i, j) € [1,7]* pour totalement
connaitre / définir ’application f.
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Démonstration.

1.2 Forme n-linéaire

On rappelle que n € N* par hypothese, et que E" := E X E x ... X E.
—_——

n fois
n n’est pas nécessairement la dimension de E (qui peut étre de dimension infinie d’ailleurs !).

N\

Définition 33.5 — Application n-linéaire

On dit que f : E" — F est une application n-linéaire (sur E) si f est linéaire par rapport a chacune de ses
n variables, c’est-a-dire :

e Pour touti € [1,n] et pour toute famille (v, ,u;—1,uit1, - ,up) € E"~! I'application suivante est
linéaire :
f(ulu"'yuiflv . aui+17"'7un): E—F
V’_>f(u17"'7ui*17 v )ui+17"'aun)

Si F =K, on dit que f est une forme n-linéaire.

Le n de cette définition peut étre remplacé par tout entier naturel non nul : on peut ainsi parler d’application
3-linéaire, 4-linéaire, m-linéaire ou p-linéaire (du moment que m et p ont été introduits).

Exemple 3. o Les applications 1-linéaires sont exactement les applications linéaires.

o Les applications 2-linéaires sont exactement les applications bilinéaires.
1
Exemple 4. Lapplication ¢ : °(R)® — R définie par ¢(f,g,h) = / fgh est une forme 3-linéaire.
0

Exemple 5. Lapplication ¢ : M3(K)*?® — M3(K) définie par ¢(Mj, - - , M) = M - - - Magyg est une applica-
tion 2026-linéaire.
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1.3 Forme linéaire alternée

| Définition 33.6 — Forme linéaire alternée I_

1
Soit f : E" — K une forme n-linéaire sur E. On dit que f est alternée si elle s’annule lorsque deux de ses |
arguments sont égaux. .

Autrement dit, pour tous i, j € [1,n] aveci < j et tous vecteurs v, u;,--- ,u, € E,ona

f(M],"'Mifl, Voo Ui, s U1, YV ,I/thr],"',Mn):O

(Ies vecteurs u; et u; n’ont pas été utilisés)

| Théoréeme 33.7 |

Soit f : E" — K une forme n-linéaire alternée sur E. Soit (u,--- ,u,) € E".
e Si(uj,---,u,) estune famille liée de vecteurs de E, alors f(uy,--- ,u,) = 0.
e Lavaleurde f(uy,---,u,) ne change pas si on ajoute a un des vecteurs u; une combinaison linéaire

des autres. Par exemple :

n—1

Vala"'aan—leK f Up,-,Un—1, un+2aiui :f(ula"'vun)
i=1

Démonstration.

Définition 33.8 - Forme n-linéaire antisymétrique

1
Soit f : E" — K une forme n-linéaire sur E. On dit que f est antisymétrique si, lorsqu’'on échange la |
position de deux des ses arguments, I’expression change de signe. .
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Autrement dit, pour tout (uy,--- ,u,) € E", pourtous i, j € [1,n] aveci < j,ona:
f(ul’...’uh...’uj,...’un) f _f(ul’...’uj’...7ui’...’un)
| Théoréme 33.9 |
Soit f une forme n-linéaire sur £ antisymétrique, et soit une permutation o € S,. Alors pour tout
(uy,--- ,uy) EE", ona
f(u6(1)7 e au()'(n)) = 8(G)f(ula' o 7”11)
Démonstration.
Théoréme 33.10 |

Une forme n-linéaire est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

Démonstration.



2 Introduction au déterminant

Hypothese

Pour le reste du chapitre, E est un espace de dimension finie égale a n.

2.1 Expression d’'une forme n-linéaire alternée sur un e.v. de dimension »

On a vu avec le Théoreme 33.4 comment s’exprime f(u,v) avec f une application bilinéaire définie sur E de
dimension finie. On va faire la méme étude pour une forme n-linéaire alternée définie sur un e.v. £ de dimension
n.Soit B = (eq,--- ,e,) une base de E et f : E" — K une forme n-linéaire alternée sur E. Pour simplifier, on fera
la présentation dans le cas n = 3.

Soit (u1,up,u3) une famille de 3 vecteurs de E dont on pose leurs coordonnées selon la base 13 :

aj
u;=aije| +azjer+asjes ie. MatB(uj) = | ayj
asj

Calculons f(u,u,u3) en fonction des coordonnées g;; :

flur,uz,u3) = f(anel +axer+azies, apper +aner+azes, ajze; +axer +aszes)
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On peut ensuite développer chaque somme par linéarité comme on I’a fait pour une application bilinéaire. On
se retrouverait alors avec 3° termes :

fur,u,u3)
=ananaif(er,er,e1) + ananasfler,er,er) + ... + aszianasf(eseses)
on prend les indices (1,1,1) on prend les indices (1,1,2) on prend les indices (3,3,3)
dans les composantes dans les composantes dans les composantes
3 3 3
=Y Y ) anapaifieeje)
i=1 j=1k=1
= Y anapasfleie;er)
(i.jk)€[1,3]

Cependant, comme f est alternée, les termes ci-dessus s’annulent dés que deux indices parmi i, j, k sont égaux.
Ainsi, on en déduit que la somme peut étre restreinte aux triplets (i, j, k) avec i, j, k distincts, c’est-a-dire aux
triplets (o(1),0(2),0(3)) obtenus lorsque la permutation ¢ parcourt S3. On peut ainsi écrire :

Enfin, comme f est antisymétrique (puisqu’elle est alternée), on a f(eq 1),e6(2),e6(3)) =¢€(0)f(e1,ez,e3) parle
Théoreme 33.9, donc :

On en déduit en particulier qu’il en faut treés peu pour connaitre / définir une forme 3-linéaire alternée : la valeur
de f(ey,ez,e3) suffit! Plus généralement, avec une forme n-linéaire alternée sur un e.v. de dimension n, on ale
résultat suivant :

| Théoreme33.11 |
Soit B = (ey,--- ,e,) une base de E. Soit f une forme n-linéaire alternée sur E. Soit uy,- - - ,u, des vecteurs
de E. Alors :
f(”l""aun): Z 8(0)616(1)1"'06(")” f(elu"'aen)
oES,
ol, pour tout i € [1,n], onanoté (a; j, - ,an ;) les coordonnées de u; selon la base (ey,- - ,e,).
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Corollaire 33.12 |

Soit B= (ey,--- ,e,) une base de E.

e Il existe une unique forme n-linéaire alternée f : E" — K telle que f(ey,---,e,) = 1. Onla note detg,
de sorte que :

oll, pour tout i € [1,n], onanoté (a; j, - ,a,;) les coordonnées de u; selon la base (eq,-- - ,e,).

e De plus, toute autre forme n-linéaire alternée f sur E est proportionnelleadetg: A € K f = A detp

La forme n-linéaire alternée detp : E" — K est appelée déterminant dans la base 5.

Démonstration.

Remarque. On note parfois A, (E) I'ensemble des formes n-linéaires alternées sur E. On peut montrer que c’est
un s.e.v. de L(E). Le Corollaire 33.12 dit en substance que A, (E) est un s.e.v. de dimension 1, et qu’on peut
prendre pour base, la famille a un seul élément (detg) :

e La premiere assertion montre que detg # 0, donc la famille (detg) est libre.

e La deuxieme assertion montre que la famille (detg) est génératrice de A,,(E).

2.2 Déterminant d’une matrice, notation du déterminant

Soit B = (ey,---,e,) unebase de E etuy, - ,u, € E.Onavu que

detB(ula"' 7un) = Z 8(G)a6(1)1 Ao (n)n
OES,

avec g;; la coordonnée du vecteur u; selon e;. Cette expression n’est pas trés commode a exploiter, notamment car
elle ne dépend pas de iy, - - , u, directement, mais de leurs coordonnées (a;;)1<; j<, selon la base B. Cependant,
les coordonnées (g;;) interviennent directement dans la matrice suivante :

Matg(uy, -~ ,uy) = | Matg(u;) --- Matp(u,) =

apl -+ dpp
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On constate qu'il est beaucoup plus facile de définir le déterminant de (uy, - - ,u,) a partir de cette matrice. Cela
conduit plus généralement a la définition suivante :

béfinition33.13 |
: .
. apy - Qi .
1 1
'+ SoitA = : : € M, (K) une matrice carrée. On définit le déterminant de A, noté detA,
1 1
! danl Ann "
,  par: '
| ai - aig :
1 ]
. detA = = Z S(G)ac(l)l---ac,(n)n !
; GES, .
1 apl -+ dpp 1
1 1
i En particulier, pour tous vecteurs uy,- - - ,u, € E et toute base Bde E, on a: :
1 1
1 1
E dets(uy, -+ ,u,) = det(Matg(uy, - ,uy)) :
Do o o o o o o o e o e e o e e o e o e o o e o e e = e e = o e e e e e o e = e e o 1
air Aln ar aln
Avec les barres, : : est un élément de K. Sans les barres, : : est une

A anl -+ dpp apl -+ dpp
matrice.

Exemple 6. On se place dans £ =K, [X} .Soit o € C. On pose P| = ax>+1, Pb=X+4+oaetPs= X2+ aX. Ecrire
le déterminant de la famille (P, P>, P3) dans la base canonique 5, de E.

Remarque. En particulier, si E = K" et si B. est la base canonique de K", alors u; id Matp, (u;) :1a colonne j du
déterminant detp (u;,--- ,u,) correspond au vecteur u ; reporté en colonne.
3 5 -1
Exemple 7. Ecrire le déterminant de la famille F = 50,1 7 1, 1 selon la base canonique B,
7 9 3

de R3.



2.3 Calcul du déterminant pour des tailles n < 3

Casn=1. OnaS; = {id}, donc ‘ apy ‘ = g(id)aid(l)l =dajl

Casn=2. OnaS$;=/{id,t}avect=( 1 2 ).Ainsi,

app a2

ay axn = g(id)aig)16ia2)2 + €(T)ar)1a:2)2 = anaxn —ana

On retiendra donc la formule (a savoir par cceur !) :

a
C

b
d

RN )
N W

Exemple 8. '

Cas n = 3. Lorsque n = 3, la définition du déterminant ( Z (--+)) donne une expression a 6 termes, car
OES,

card(S3) = 3! = 6. En pratique, on retiendra la régle de calcul suivante, appelée regle de Sarrus :

Exemple 9.

AN WO

SC NG

co W N
|

La regle de Sarrus ne se généralise pas a des tailles n > 4.

A Le déterminant d’'une matrice A n’a un sens que si A est une matrice carrée. De méme, le déterminant
c de nvecteurs uy,--- ,u, de E n’a de sens que si dim £ = n (un vecteur par dimension).

3 Propriétés théoriques du déterminant

Soit A € M, (K) dont on note Cy,---,Cy, lescolonnes:A=| C; C, --- C, |.Alorsennotant B, labase

canonique de K",

detA =detp, (Cy,Cs, -+ ,Cy)

On retrouve donc un déterminant sous la forme det; (1, - - - ,u,) avecE =K", B= B, et (uj, - ,up) = (Cy,---,Cp) €
En
Il faut bien distinguer le déterminant matriciel noté det: M, (K) — K etle déterminant “n-linéaire”
2 noté detg: (K")" — K . Cesdeuxapplications ne vérifient pas du tout les mémes propriétés !
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3.1 Montrer qu'une famille est une base grace au déterminant

Dans cette section, on va montrer une propriété tres utile du déterminant n-linéaire detg.

Théoréme 33.14 |

Soit B une base de E.
e detp est une forme n-linéaire alternée sur E.

e detp(ey,---,e,) =1, 0uencoredetg(B) = 1.

Démonstration. C’est une conséquence directe du Corollaire 33.12. O

Exemple 10. Le déterminant de la matrice I, vaut 1.

Théoréeme 33.15 |

Soit B et B’ deux bases de E. Alors dety est proportionnelle a dets. Plus précisément :

Démonstration.

On avu que detp et det sont des formes n-linéaires alternées, et~ Ainsi, detg = detg (B) dets. On conclut a I'égalité voulue en éva-
par le Corollaire 33.12, il existe donc A € K tel que detg = A det. luant en un n-uplet (uy,--- ,u,) quelconque de vecteurs de E.
On évalue cette égalité en B, ce qui donne

detB/(B) = ldetg(B) =2
——

Corollaire 33.16 |

Soit B et B’ deuxbasesde E.On a:
detB(B’) X detB/(B) =1

En particulier, dets(B') # 0 et detg (B) # 0.

Démonstration.

Légalité du Théoreme 33.15 étant vraie pour tout n-uplet Comme detg (B') =1, on ale résultat voulu.
(uy,--- ,uy,) de E", on peut en particulier prendre (u,--- ,u,) = B’ :
on a donc

detBr(B/) =detp (B) x detB(B,)
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O
| Corollaire 33.17 — Caractérisation d'une base |
Soit (u1,- - - ,u,) une famille de vecteurs de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. (u1,---,uy) estune base de E.
2. Tl existe une base 5 de E telle que dets(u1,- - ,u,) # 0.
3. Pour toute base B de E, on adetg(uy,- - ,u,) # 0.
Démonstration.
Montrons que | == 2. Puisque (u1,---,u,) est une base de Réciproquement, on suppose que dets(uy,- - ,u,) # 0. Soit B’ une
E, on peut poser B = (uy,---,up), auquel cas detg(uy,---,u,) = autre base de E. Montrons que detg (uy,--- ,u,) # 0. Par le 33.15,
1 # 0. Montrons que 2 = 1. Supposons qu’il existe B telle on sait que
que detp(ug, - ,uy) # 0. Comme detg est alternée, si la famille
(uy,- - ,up) était liée, on aurait detg (ug,--- ,u,) = 0, ce qui serait ) B )
absurde. Ainsi, (uy,--- ,u,) estlibre. Comme dim E = n, on conclut detp(uy,- -+ ,up) = detg (B) x detg(uy,- - ,un)
que c’est une base de E.
Comme dety (B) # 0 par le 33.16 et que detg(uy,- - ,u,) # 0 par
Enfin, montrons que 2 <= 3. Limplication 3 = 2 est claire. hypothese, on a le résultat voulu.
O
Dans K", en notant 3, la base canonique, on peut vérifier directement si detg, (u1, - - -, u,) est nul ou non : cela
revient a calculer le déterminant de la matrice ou les vecteurs uy, - - - ,u,, sont écrits en colonne.
3 5 —1
Exemple 11. On consideére la famille 7 = (u;,up,u3) = 50,1 7 1, 1 . Déterminer si F est une
7 9 3
base de R>.

3.2 Propriétés du déterminant sur les colonnes d’'une matrice

On rappelle que (avec des notations évidentes) :

detA = detg_(C1,Ca, -+ ,Cp)
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De plus detp, est une forme n-linéaire alternée. En particulier,
detBC("' ’/‘LCJ._|_“C},...) = Adetg,(--- ’ij...)_|_udetBC(... ’C}’...)

On en déduit I'assertion 1 du Théoréme suivant :

Théoréme 33.18 |

Avec des notations sous-entendues :

1. Pourtous A, u € K:

Aayj+ ud) ai; a\;
X : X | =A%k ¢ >k |+ul Xk X
Aayj+ pa,; Tz dyj
2. Siles colonnes Cy, - - - ,C, forment une famille liée, alors | C; ¢, --- C, | =0.

3. Le déterminant est inchangé lorsqu’on ajoute a une colonne une combinaison linéaire des autres.
Par exemple :

o o 5 n—1
Vou, -0 €K G G - G|=|C G - G+ ) aG

i=1

4. Sion échange deux colonnes, le déterminant de A change de signe.

5. Plus généralement, une permutation des colonnes selon ¢ € S, multiplie le déterminant par £(0) :

Coy Co) *+ Comy |=€(0)| C1 G -+ G

Démonstration. La premiere assertion découle du fait que le déterminant est une forme n-linéaire. Les deuxieme
et troisieme assertions se déduisent du fait que le déterminant est une forme alternée en utilisant le Théo-
reme 33.7.Les quatriéme et cinquieme assertions sont la conséquence directe du fait que detp, est une forme
antisymétrique (car alternée) en invoquant le Théoreme 33.9. O

Les propriétés énoncées ci-dessus ont de nombreuses conséquences et applications.

1 01
Exemple 12. o Calculer le déterminant | 0 1 1
0 0 1



0 000 1 1 000
ot k= et 00 1oy «| OO0y
: 010 0 0010
0 1 000 000 1

3.3 Propriétés du déterminant sur les lignes d’'une matrice

Théoréme 33.19 |

SoitA € M,,(K). Alors det <AT) = detA.

SoitA € M, (K) dont onnote L;,---, L, les lignes. Alors en notant B, la base canonique de K",

detA = det (AT> = detgc L, L, --- L, = detBC (L] Lo, ,Ln)

Théoréme 33.20 |

Les résultats du Théoreme 33.18 sont encore vrais si on remplace le mot “colonne(s)” par “ligne(s)”.

Exemple 13.
X
o =
0 0
1 00O 1 0 0O 1 0 0O
01111—0100+1011—
co10l = loo1o 00 1 0| e
0 0 01 0 001 0 001

4 Calcul pratique du déterminant

4.1 Opérations élémentaires

On peut effectuer des opérations sur les lignes ou sur les colonnes pour calculer un déterminant, comme pour le
calcul du rang. Cependant, contrairement au rang, la valeur du déterminant est modifiée quand on effectue une
permutation ou une dilatation.
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Théoréeme 33.21 - Opérations élémentaires

Soit A € Keti,j€ [1,n] aveci # j.
1. Transvection : une opération L; «— L; + AL jouC < Ci+ AC j» ne change pas le déterminant.
2. Permutation : une opération L; <+ L; ou C; <+ C; change le signe du déterminant.

3. “Dilatation” : on peut “factoriser” par A dans toute une colonne ou dans toute une ligne :

* *

Aajy Aap - Aain | = Alan an - an

Démonstration. Tout découle du Théoréme 33.18 pour les colonnes, et du section 3.3 pour les lignes.

1. Une transvection revient a ajouter a une colonne (ou une ligne) une combinaison linéaire des autres.
Lassertion 3 du Théoreme 33.18 entraine alors que le déterminant est inchangé.

2. Lassertion pour la permutation est une conséquence directe de 'assertion 3 du Théoréme.

3. Enfin, la dilatation est une conséquence du fait que le déterminant est une forme n-linéaire en les colonnes
(et les lignes).

O

-2 0 0
Exemple 14. Calculer D = 0 0 -2 0
-2 0 0 4

Le déterminant matriciel n’est pas linéaire !

A det(AA) =| A" |detA  det(A+ B)| # [det(A) +det(B)
Contre-exemple : L0 _ mais 10 + 0 0|_
ple:| o | | = 0 0 0 1T

Par contre, le déterminant n-linéaire appliqué en des vecteurs (ou aux colonnes / lignes d’'une matrice) est une
forme n-linéaire :

detg(- - ,AC+/,LC',-~)=7LdetB(--- ,C,-+)+ udetg(-- ,C’,~--)
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4.2 Développement selon une ligne / colonne (cas simple)

Ces méthodes permettent de réduire la taille d'un déterminant, a savoir passer d’'un déterminant de taille n a
une somme de déterminants de taille n — 1. On suppose donc dans cette partie que n > 2.

Théoréme 33.22 |

SoitA € M, (K) telle que

Alors detA = A detA’.

avec A € KetA' € M,_1(K)

Démonstration.

On fait permuter les lignes selon le cycle ( 1 2
L+ L,

L L
213 puis de méme avec les colonnes. Comme la signature
L,r, — Ll
de ce cycle vaut (—1)""!, ona:
0
detA = (—1)""!| Al
0
A% *
0
_ 1% 1 —1i—1 Al
0
* x A

Appelons q; j les coefficients de la matrice du déterminant de droite
(en particulier a,,,, = A). On a ainsi

detA=)" €(0)ag(1)1---Ao(n)n

cES,

n ), ie.

Si o € S, est telle que o (n) # n, alors Ag(n)n = 0. Ainsi,

detA = Z S(G)llo-(l) - .lla(,lil)”7|an”

ocEeS,
o(n)=n
=1 Z S(G>a6(l) 1---A(n—1)n—1
oES,

o(n)=n

On affirme que
/
detA =21 Z 8(6 )UG/(I)I"‘aG’(nfl)l’lfl

o'eS, 1
En effet, si 0 € S, vérifie o(n) = n, alors la permutation o[ ,_y]
réalise une bijection de [1,n— 1] dans lui-méme, i.e. 5| [ta-1] €
S,_1. Réciproquement, si ¢’ € S,,_1, alors on peut prolonger ¢’

en une permutation de [1,7] en posant ¢’ () = n. Enfin, on peut
vérifier que la signature est inchangée lors de la restriction / du
prolongement. D’ou1 I'affirmation ci-dessus. Or,

detA’ = Z g(cl)ao"(l)l <o (n—1)n—1

o'eS,
et donc detA = A detA’.

O

Comme det(AT) =detA, le méme résultat s’applique si la premiére ligne est nulle sauf éventuellement le premier

coefficient :
A0 --- 0

A/

—  detA = Adetd’

On remarquera que dans les deux formules, si A = 0, on obtient detA = 0 : c’est cohérent avec le fait que si une
ligne ou une colonne est remplie de zéro, le déterminant est nul.

G. Peltier
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4.3 Déterminant d’'une matrice triangulaire

Théoréme 33.23 — Déterminant d’'une matrice triangulaire

SiA € M,,(K) est une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure), alors

detA =A1Axn A

Ce résultat est en particulier vrai si A est diagonale : detA est alors le produit des coefficients diagonaux.

Démonstration.

O

Remarque. Pour calculer un déterminant de taille 4 ou plus, on peut, par des opérations élémentaires sur les
lignes et/ou colonnes, se ramener a un déterminant d'une matrice triangulaire.

8 6 4 2

6 5 3 1
Exemple 15. Calculer D = 431 0

21 0 -1
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4.4 Développement selon une ligne / colonne (cas général)

Définition 33.24 — Mineur, cofacteur

Ay aij A
SoitA € M,(K)eti,j€ [1,n].Onnote A= | %1~ @j - ain | lignei
A3 anj A4
colonne j

avec Aj,A;,A3,A4 des sous-matrices rectangulaires. On appelle mineur d’indice (i, j) le déterminant
obtenu en enlevant la ligne i et la colonne j de A. On le note

A Ay

Aij_‘ Az Ay

Remarque. Pour retenir facilement le signe (—1)""/ du

cofacteur, on peut remarquer que ce signe est toujours + - o+ + -+ -
positif pour i = j = 1 (en haut a gauche) et qu'il alterne - 4 - -+ -+
une fois sur deux : + — 4+ t - T -

-+ - +

Théoréeme 33.25 — Développement selon une ligne ou une colonne

SoitA € M,,(K).
e On peut développer le déterminant de A se- e On peut développer le déterminant de A se-
lon une ligne i € [1,n] fixée : lon une colonne j € [[1,n] fixée :
n L 2 L.
detA =Y a;;(—1)"A; detA =Y a;j(—1)"/A;
j=1 i=1

La formule peut étre retenue, mais on peut aussi comprendre le fonctionnement sur un exemple :

d 1 d
Exemple 16. Soita,b,c,d c KetA=| a b ¢ |.Développer selonladeuxieme ligne le déterminant de A.
1 d 1

En déduire une CNS sur a, b, ¢,d pour avoir detA = 0.



Remarque. I'Exemple 16 illustre 'application de la formule générale du développement selon une ligne ou
colonne. Mais il ne donne pas la bonne méthode pour écrire un déterminant sous forme factorisée :

| Méthode |

Avant de développer selon une ligne ou une colonne, il est avantageux de faire apparaitre un grand nombre
de zéros dans cette ligne ou cette colonne.

Dans le meilleur cas, cela permet d’utiliser la formule “simple” du développement selon une ligne colonne,
qui permet d’écrire detA = A x detA’

Remarque. La bonne approche pour I'exemple précédent est :

Néanmoins, le développement selon une ligne ou une colonne dans le cas “compliqué” est primordial pour des
calculs de déterminant par récurrence, cf exemple suivant.

Exemple 17. Calculer pour tout entier n € N*, le déterminant de taille n défini par :

0

— N
N =
—
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5 Déterminant d'un endomorphisme

5.1 Définition
Soit B= (ey,--- ,e,) unebasede Eet f € L(E).Ona:

detg(f(B)) =dets (f(e1), -, f(en))
=det(Matg (f(e1), -, f(en)))
= det(Matg(f))

G. Peltier

21/28



Déterminants

| Théoréme 33.26 |

Soit f € L(E) et B une base de E. Le scalaire det(Matg(f)) ne dépend pas de la base B choisie. On
I'appelle le déterminant de f et on le note

det(f) := det(Matg(f)) = detg (f(e1), -, f(en))

De plus, on a

Yuy, -+ ,u, €E detp(f(u1), -, f(un)) = det(f)detg(uy,--- ,uy) (%)

Démonstration.

On commence par la seconde assertion. On considére 'application 1l reste 2 montrer que Az ne dépend pas de la base choisie. Soit 5’

¢ : E" — K définie par une autre base de E. Par le méme raisonnement, il existe un unique
. ' scalaire A tel que
@(ur,--up) = detg(f(ur), -, f(un))
Comme f est linéaire, on vérifie que ¢ est une forme n-linéaire detp (f(u1), -+, f(un)) = A et (u, -+ un)
alternée. Ainsi, il existe un unique scalaire A3 tel que ¢ = Az detg.
Lorsqu'on évalue cette relation en la base (e}, ,¢,), on obtient: oy i existe un unique scalaire o tel que detz = adetz. En multi-

er, - en) = Agdetg(er,- ren) = A x 1 pliant @ = Az dety par @, on obtient :
bl sen) — 9 sen) —

Ainsi, odetp (f(uy,- - ,un)) = Ap x adetg(uy, -+ ,up)
AB = (p(el,-n ,en) = detB’(f(”l)-,"' :f(un)) - A'Bdet[)”(ula"' -,Mn)

=detg(f(er), -, f(e
s(f(e1) flen)) Par unicité du scalaire A/, on a donc Az = A, ce qui montre que
B B B q q
= det(Matg(f)) le scalaire Az ne dépend pas de la base choisie.

O

Exemple 18. Le déterminant de 'application idg vaut :

det (idg) = det(Matg(idg)) = detl, = 1

5.2 Propriétés algébriques du déterminant

| Théoreme 33.27 |

(On suppose E de dimension n.) Soit f,g € L(E) et A € K.
o det(Af)=A"detf
e det(fog) =detf detg
e f estinversible si et seulement sidet f ## 0 et dans ce cas

det(f~") = (detf) ' = doif

Remarque. Lapplication déterminant est ainsi un morphisme de groupes de (GL(E), o) dans (K*, x).

Démonstration.
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e Montrons la premiéere assertion. Par définition, si on pose B = (e, - ,ep)

det(Af) = det(Matg(A f))
= det (AMatp(f))
= A" det (Matg(f))
=Atdetf
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5.3 Version matricielle des propriétés précédentes

Théoreme 33.28 |
SoitA,B € M,,(K)etA € K.
o det(AA) = A" detA
e det(AB) = detA detB

e A estinversible si et seulement si detA # 0. Si tel est le cas, alors

det(A™1) = (detA) !

Démonstration. On note f4 et f les morphismes canoniquement associés aux matrices A et B, avec B, la base
canonique de K". On a alors :
det(A) = det(Matg, (fa)) = det(fa)

et les preuves découlent ensuite du Théoreme 33.27. O

Remarque. Bien que AB # BA en général, on a tout de méme det(AB) = det(BA) :
det(AB) = detA detB = detB detA = det(BA)
——

X est commutative dans K

Il en va de méme pour les endomorphismes : det(f o g) = det(go f).

Théoréme 33.29 |

Deux matrices semblables ont le méme déterminant.

Démonstration.

6 Comatrice et formule d’inversion matricielle

Rappel : on a vu que A est inversible si et seulement si detA # 0. De plus, on a vu la définition d’'un cofacteur et
d’'un mineur a la Définition 33.24.

| Définition 33.30 — Comatrice |

Soit A € M,,(K). On appelle comatrice de A la matrice notée Com(A), telle que son coefficient d’indice
(i, ) soit le cofacteur de A d’indice (i, j), cad

Al Ay
As Ay

(déterminant de A sans la
ligne i etla colonne j)

[Com(A));; = (~1)Ay; = (=1)""

ol A;; est le mineur de A d’indice (i, j).
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a b

Exemple 19. SoitA = < e d ) € M, (K). Alors

A —Ap

comit = (4 )

Théoréme 33.31 |

SoitA € M,,(K).Ona:

Remarque. SiA est inversible, il est possible de déterminer A~! par la formule ci-dessus. Toutefois cette formule
nécessite de calculer tous les cofacteurs de A, ce qui est extrémement lourd en calcul pour les grandes valeurs de
n. On ne s’en sert véritablement que pour des matrices de taille 2 et pour des exercices théoriques.

a b

Exemple 20. SoitA = < o d ) € M>(K). Alors A est inversible si et seulement si

detA =ad —bc #0
et dans ce cas

]
A= —Com(A)' =
dora ComA)

7 Formules de Cramer

On consideére un systeme linéaire sous forme matriciel de la forme AX = B avec n équations et p inconnues, de
sorte qu’on peut poser

ay, o aip X b
A= : : EMp(K) X=1] : ek’ B=| €K
Qpl o Gpp Xp b,

On rappelle qu’'on a vu les définitions de KerA et ImnA comme étant les noyaux et images du morphisme
canoniquement associé a A qu’on note fy.
Comme AX = B équivaut a f4(X) = B, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 33.32 |

SoitA € M, ,(K) et B € K".
e Lesysttme AX = B admet au moins une solution si et seulement si B € ImA.
e Le systtme AX = B admet au plus une solution si et seulement si Ker(A) = {Ox» }.

e Le systtme AX = B admet une unique solution si et seulement si A est inversible. Cette solution est
donnée par X = A~ 'B.
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Définition 33.33
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Remarque. Dans un systeme de Cramer, la matrice A est nécessairement carrée, ce qui entraine n = p avec les
notations ci-dessus. Il y a donc nécessairement autant d’équations que d’inconnues.

Dans la suite, on s'intéresse exclusivement a un systeme de Cramer. Pour trouver la solution X = A*IB, il faudrait
inverser A, ce qui n’est pas toujours évident. C’est pourquoi on peut utiliser les formules de Cramer pour calculer
X d’une autre maniere.

Pour les besoins de la propriété suivante, pour tout k € [1,n], on pose A [B, k] la matrice obtenue en remplacant
la colonne k de A par celle de B (notation non officielle). On a donc:

ayy 0 a1 b oanr an
A[B.k] == :

Al -+ Guk—1 by Ank+1  dnn

Enfin, on rappelle que comme A est supposée inversible, on a detA # 0.

Théoréme 33.34 — Formules de Cramer |

SoitA € M,,(K) inversible et B € K". Lunique solution du systeme de Cramer AX = BestX = (x, - ,X,)

avec . [ ]
det(A[B,k])
Vke|[l,n xp = ————-
[1.7] detA
On peut ainsi calculer chaque coordonnée x; successivement.
Démonstration.
On note Cy,-- - ,C, les vecteurs colonnes de A. L'égalité AX = Bse rité,
réécrit
) n n n
Vie [1,n] Zl aijx;j = b; det (A[B,k]) =det (A | Y xjCjk| | = ) xidet(A[Cj,k])
j= j=1 j=1
ot encore Or, si j # k, alors la colonne C; apparait deux fois dans A [Cj,k} :
une fois a la colonne j et une fois a la colonne & : les colonnes de
Vie [1,n] bi = x1aj +x2ajp + ...+ Xnain A [C/-,k} forment donc une famille liée et donc det (A [C/I\D =0.
=x [Cl } +x [Cﬂ e [CHL Ainsi, il ne reste que le terme pour j =k :

i€t Gl det (A[B,k]) = xpdet (A[Cr,k]) =xpdetA  carA[Cr,k] = A

D’otl1 par arbitraire sur i, ona B =x|C| +...+x,C,. Ainsi, parlinéa- D’ou le résultat.

ax+by=e

Exemple 21. Soita,b,c,d,e, f € C tels que ad — bc # 0. Résoudre le systeme
cx+dy=f



8 Mineur extrait et rang

| Définition 33.35 |

' SoitA € M, ,(K) et r un entier tel que 1 < r < min(n, p). On dit que B est une sous-matrice de taille r de
. Asilamatrice B est obtenue en ne conservant que r lignes données de A et r colonnes données de A eten !
. supprimant toutes les autres. On a donc B € M,(K). "

pp r 1
I 1

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
Ly etl,ainsiqueC; etCy:

Exemple 22. SoitA = . Donner la sous-matrice de A en ne conservant que les lignes

Idem en ne conservant que les lignes L1, L3 et Ls ainsi que C;, C4 et Cs :

Définition 33.36 |

Soit A € M, ,(K) et r un entier tel que 1 < r < min(n, p). On dit que A est un mineur de taille r de A si A
est le déterminant d'une sous-matrice de taille r de A.

Théoréme 33.37 |

SoitA € M, ,(K) et r un entier tel que 1 < r < min(n, p). Les assertions suivantes sont équivalentes :
o rg(A)>r

e Il existe un mineur de taille r de A qui est non nul.

Théoréme 33.38 |

SoitA € M,, ,(K) et r un entier tel que 1 < r < min(n, p). La matrice A est de rang r si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. Il existe un mineur de taille r de A qui est non nul.

2. Tous les mineurs de taille » + 1 de A sont nuls.
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On prend pour convention que si » = min(n, p), la deuxieme condition n’est pas a vérifier car il n’existe pas de
mineur de taille 4+ 1 de A (c’est un “pour tout” sur 'ensemble vide donc I'assertion est vraie). De plus, si tous les
mineurs de taille 4 1 sont nuls, il en va de méme pour les mineurs de taille » + 2, r 4 3, etc.

1 2 3 4
. 5 6 7 .
Exemple 23. SoitA = o 10 11 12 | Montrer que rg(A) > 2. On pourra ensuite vérifier par un calcul de
13 14 15 16

rang classique que rg(A) = 2, et donc que tout mineur de taille 3 (ou plus) de A est nul (essayez et vous verrez !)

Exemple 24. Soitn > 2 etA € M, (K) qui vérifie rg(A) = n — 2. Déterminer Com(A).

9 Méthodes pour les exercices

| Méthode |

Pour montrer qu'une application f : E X E — F est bilinéaire, on peut :

e Montrer qu’elle est linéaire en chacune de ses deux variables.

e Si f est symétrique, montrer qu’elle est linéaire en une seule de ses variables (ce qui est suffisant).

Méthode - Calcul d'un déterminant |

Pour calculer le déterminant d'une matrice A, on peut :

e Sile déterminant est de taille 3 ou moins, utiliser les formules classiques (notamment la régle de
Sarrus).

e Siles lignes ou les colonnes forment une famille liée, conclure que le déterminant est nul.
o Sila matrice A est triangulaire, faire le produit des coefficients diagonaux.

o Effectuer des opérations élémentaires sur les lignes et/ou colonnes pour se ramener a une matrice
triangulaire.

e Développer selon une ligne ou une colonne apres avoir fait apparaitre le plus de zéros possibles sur
cette ligne ou colonne.

Méthode - Calcul d’'un déterminant (plus complexe)

e Pour calculer un déterminant sous forme factorisée, il faut privilégier le développement selon une
ligne ou colonne (en s’assurant qu'’il ne reste qu'un terme non nul dans cette ligne ou cette colonne).

e Pour calculer un déterminant de taille n, on peut faire des opérations élémentaires et des dévelop-
pements selon une ligne ou colonne pour faire apparaitre une relation de récurrence.
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